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1. Shannon-féle informacids entropia, az
entropia-maximum elve

Valdszinliségi leiras
Sok szabadsdgi fok van, a rendszerek komplexitdsa exponencidlisan n6, az egyenletek
analitikusan nem megoldhatodak. A fenomenolégikus termodinamikdban homogén egyensdilyi

rendszerek néhany makromennyiséggel jol leirhatdak, a termodinamika ezen mennyiségek
kozt ad 6sszefliggéseket.

A sok egyforma szabadsagi fok miatt alkalmazzunk valdszin(iségi leirast, a
mikrodllapotokhoz valdszinliségeket rendeliink, amikbdl atlagolassal megkapjuk a
makroallapotokat.

Informacio

Az eloszlasokhoz rendeljlink egy mennyiséget, amely megadja, hogy hany bit informaciot
kapunk, ha N darab, egyenld, p; = % valdszinliségl kimenetel esetén kideril, hogy melyik
allapotban van a rendszer. Annyit, ahany Iépésben eljutunk a rendszer allapotahoz, ha a
lehetséges allapotokat minden Iépésben lefelezziik: I(py,...py) = log, N.

Tetszlleges valdszinliség

Tetszlleges valdszinliségek (nem egyenlG valdszinliségli események) esetén egyenld
valészinlségl kisesemények 0sszegeként adhatjuk meg az események valdszinliségét.
Legyen adott eseményhez tartozé kisesemények szdma k;, az 0sszes kisesemény N, ekkor
az esemény valdszinlisége p; = kw

Ha megtudom, hogy adott kisesemény megtortént, akkor a kapott informacio annak
additivitasa miatt:

logy N = I; + logs k;

ahol I; az az informécid, amit abbdl kapok, hogy megtudom, melyik halmazban (azaz
eseményben) l1év6 kisesemény kovetkezett be, logak; pedig az, hogy a halmazban melyik
kisesemény kovetkezett be.

N k;
I; = logy N —logy k; = logy -~ = —logy - = —logy ps

Atlagosan kapott informacio
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Atlagosan kapott informacio egy kisérletben, azaz az informécié varhaté értéke:

I=(—logypi) = Y _pi(—logypi) = — »_ pilog, pi

Shannon-féle informacids entrépia

Térjlnk &t természetes alapu logaritmusra — a logaritmus alapjat egy k konstanssal valé
szorzassal valtoztatjuk:

I=—k) pilnp

Ezt nevezziik Shannon-féle informacids entropianak, ami az eloszlas bizonytalansaganak
mértéke. Minél nagyobb, annal bizonytalanabb az eloszlas.

A mikroallapotokhoz azt a valészinliség-eloszlast rendeljiik hozza, ami kompatibilis a
makrodllapottal és maximalizalja a Shannon-entrépiat. Ez az eloszlast feltételes
széls6érték-kereséssel tudjuk megtalalni.

A Shannon-entrdopia maximalis értékét nevezziik termodinamikai entrépianak:
I = S(U,V,N).

” s

Szélsoérték tobb dimenzidoban

Egyvaltozds fliggvény esetén ott lehet szélsGérték, ahol a derivalt nulla. Tobbvaltozds
fliggvény esetén a tobbdimenzids térben kell egy szélsGértéket talalni.

Az f(Z) fuggvénynek akkor van Z, = Z(t,) pontban szélséértékhelye, ha tetszéleges Z(t)
gorbe mentén az Zy = Z(ty) ponton athaladva eltlinik a gdrbe menti derivalt:

df(Z(t))
dt

.
—vy. &

0= 4T
to dt 't

Ez akkor teljesil, ha Vf = 6, vagyis az f(Z) fliggvény Z, pontbeli gradiense minden vektorra
merdleges.

Feltétes széls6érték-szamitas

Az f(Z) figgvény szélséértékeit keressik Ugy, hogy van egy g(Z) = G kényszerfeltétel. G
egy n-1dimenzids hiperfeliiletet ad meg az n dimenzids térben, azaz eggyel csokkenti a
szabadsagi fokok szamat.

A g(Z) = G adott pontbeli normalvektora definici6 szerint meréleges a fellletre, vagyis
barmely olyan elmozduldsra, ami a fellilet adott pontbeli érintSsikjaban fekszik. Legyen AZ
egy kis elmozdulas az érintéfeliileten, ennek soran g fliggvény megvaltozasa:
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g9(Zo + AZ) — g(Z) = Vg(Zo) - AZ = 0,

hiszen a konstrukcid szerint g értéke a kényszerfeliilet mentén torténé barmely elmozdulas
soran nem valtozik, igy Vg(Z,) a kényszerfeliilet barmely Z pontbeli érintéjére merdleges,
vagyis a kényszerfellilet egyik normalvektora.

A fellilet mentén haladé Z(t) gorbékre kell teljestilni, hogy

d
vi-Z| =0

o

Ebbdl az kovetkezik, hogy a V f gradiens a fellilet 6sszes érint&jére merdleges, vagyis annak
egyik normalvektora, ezért V f || Vg. Vagyis egy kényszer gy korlatozza a gradienst, hogy
annak a kényszerfeliilet menti komponense nulla kell, hogy legyen, és a normalvektoraval
parhuzamos.

Ez egy kényszer esetén azt jelenti, hogy Vf = AVyg, ahol A a Lagrange-szorzo. Ezt
atrendezve kapjuk, hogy Vf — AVg = 0, vagyis az f(Z) — X - g(z) fliggvény szélséértékét
kell megtalalnunk, ahol A-t a kényszerfeltétel szabja meg.

Altalanositas tobb kényszerre

{gi(Z) = G;}E | K darab kényszer N — K dimenziés hiperfeliiletre korlatozza a
szélsGértéket. Ekkor a széls6érték feltétele, hogy a fliggvény gradiense a kényszerek
definialta hiperfelliletek gradienseinek linearis kombinacidja:

K
Vi=) AV

i=1

A Lagrange-szorzok jelentése

Legyen F(G1,Gs ... G,) = f(Zy), az f fliggvény egy feltételes szélsGértéke, amely fligg a
kényszerfeltételekben szerepl6 G; értékektdl. Valtoztassuk meg G ; kényszer értékét egy kis
AG j-vel, a tébbit hagyjuk valtozatlanul. Ekkor az f fliggvény feltételes széls6értékének
helye valamely AZz-el tolddik el, aminek kdvetkeztében a fliggvény szélsbértékének
megvaltozasa:

K
AF = Vf(Z) - AZ =Y \iVgi(3) - AZ.
i=1

Vg;(Zo) - AZ szorzat az i-edik kényszerfeltételt leird figgvény értékének megvaltozasa. Ez
azonban g; esetét kivéve nulla, hiszen csak ezt a kényszert valtoztattuk. igy

AF = )\;AG;,

vagyis
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OF
—_— )\<’
oG;

azaz a Lagrange-szorz6 j-edik komponense a széls6értéknek a kényszer G; komponense
szerinti parcidlis derivaltja.



2. Entropia-maximum a statisztikus fizikaban,
mikroallapotok, makroallapotok, statisztikus
atlagolas

Fogalmak

Mikroallapot: kvantumallapot, a rendszer teljes kvantummechanikai leirdsa. A rendszert
kvantumallapotokkal adjuk meg, ehhez kvantumszamokat hasznalunk. A rendszer teljes
energidja j6l meghatarozott minden mikroallapotban. Véges térfogat esetén a
kvantumallapotok energidi diszkrétek.

Makroszkdpikus mennyiség: atlag sok elemi szabadsagi fokra. A teljes rendszerre és annak
részrendszereire is értelmezhetd, utdbbi esetben lokalisnak hivjuk.

Homogén rendszer: minden lokalis makromennyiség értéke helyfliggetlen.
Egyensulyi rendszer: minden lokalis makromennyiség értéke idéfliggetien.

Makroallapot: homogén, egyensulyi rendszereken kis szamu makroszkdpikus mennyiség
altal meghatarozott allapot.

A statisztikus fizika alapfelvetései

Létezik néhany olyan makromennyiség, amelyek homogén egyensulyi rendszerre az
entrépia-maximum elvén keresztiil egyértelmlien meghatarozzak a mikroallapotok
valdszinliségi eloszlasat. Egyéb makromennyiségek leszarmaztathatdak a
valdszinliségekbdl.

A makrodllapot egyértelm( megadasahoz tipikusan sziikséges makromennyiségek:
kiils6 paraméterek, melyek a rendszer lehetséges energiaszintjeit
meghatarozzak, példaul részecskeszam, térfogat, magneses tér, stb...

a rendszer teljes energiaja
A rendszer felbonthatd sok egyforma részrendszerre, amelyek kdzott a kdlcsonhatas

elhanyagolhatd, az csak a hatarfelliletekhez kozeli részecskék kozt van, melyek
szama az 6sszes részecskéhez képest kicsi.

Ez az egyszerUsités nem teljesiil Univerzum léptékében a gravitacio miatt, valamint
fazisatalakuldsok soran.

Az energia szerepe
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Kvantummechanikaban a Hamilton-operator irja le a dinamikat, mely az energiat
reprezentdlja. Tegylk fel, hogy A és B részrendszerek kozott nincs kolcsonhatds, ekkor a
teljes Hamilton-operator:

ﬁA+B = ﬁA + ﬁB

Mivel H 4 csak az A rendszer szabadsagi fokain hat, ugyanigy Hp csak B-re, ezért
felcserélhetSek: [H 4, Hp] = 0.

A teljes rendszer sajatédllapotai szorzatallapotként elGallithatdak:

A+B) _ g (4)

o! WD

(nsm)

ekkor az energia (a sajatérték) osszeadddik:

(A+B)
(n,m)

=B+ EY

Kolcsonhatas esetén nem szorzatallapotok vannak, igy ha 0sszeadjuk a részrendszerek
energiajat, nem az osszrendszer energidjat kapjuk. A rész-Hamilton-operdtorok nem
kommutalnak a teljes Hamilton-operatorral, ezért a részrendszerek energidja nem
megmaradd mennyiség, és altaldban nincs jél meghatérozott értéke.

A részrendszerek gyenge kolcsonhatasa azért fontos, mert akkor egyszerre jol
meghatarozott értéke tud lenni a részrendszerek energidjanak, és azok osszegének. Masik
kovetkezménye, hogy a mozgasegyenletek klasszikusan és kvantumosan is szétcsatolddnak,
a részrendszereknek fliggetlen az id6fejlodése.

Entropia additivitasa

A valdszin(liségi leirast is fliggetlen alakban vessziik fel:

pA+B) _ p(4) p(B)

(n,m)
Ebbdl kovetkezik, hogy az entrdpia a részrendszerekre additiv, azaz extenziv mennyiség.

Definicié szerint:
O D Y L

= —kZpSIA) lnpSlA) — kZpgf)lnpgf) =5@ 4 g8

A kozponti hatareloszlas tétele
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T1,Z3 ..., fUggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozok, (z;) és (z?) Iétezik. Ekkor
az B al6sziniiségi valtozo eloszlasa Gauss-eloszlashoz fog tartani, az 4tlag

szoérasa pedig ﬁ—szeresére csokken.

A kOzponti hatdreloszlas tétele alapjan extenziv makromennyiségek relativ bizonytalansdga
nulldhoz tart, ha a rendszer mérete végtelenhez tart.

Kritikus pontokban (pl fazisatalakulds) a rendszer nagyon érzékeny arra, hogy a
hatarfellileteken mi torténik, nagyon kicsi kiils6 behatas is eldonti, merre megy a rendszer, a
makroszkdpikus fluktuaciok nem hanyagolhatéak el, nem teljesiil a fliggetlenség.

Ergodikus hipotézis

Mi azt feltételezziik, hogy a makroszkdpikus mérés az egyfajta atlagolas sok fliggetlen,
egyforma részrendszerre. Ezért hasznaljuk a kzponti hatareloszlas tételt. A masik
lehetséges megkozelités, hogy a makroszkopikus mérést az idében torténd atlagolasnak
tekintjuk.

Ergodicitasi hipotézis: az id6atlag és a sokasag atlag egyenl6.

Az idGatlagot mérjiik (kisérlet), a sokasag-atlagot szamoljuk (statisztikus mechanika).
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3. A mikrokanonikus és a kanonikus sokasag,
termodinamikai entropia és hémeérséklet.
Extenziv és intenziv mennyiségek

Mikrokanonikus sokasag

Mikrokanonikus sokasag esetén az a kényszerfeltétel, hogy a teljes energia rogzitett, vagyis
zart rendszerrol van szé. Ezt a kényszert nem Lagrange-szorzos alakban kezeljiik, hanem a
mikroallapotok valészinliségén keresztiil:

Lehetséges mikroallapotok:
Ei#U=p;=0

1

Ei: P = ———
U="1=Tmv,m

Ahol T'(U, V, N) az U energidju mikroallapotok szama. Ez egyenletes eloszlas, ami
maximalizalja a Shannon-entropiat.

S(U,V,N) =k p;np; = k> p;-1 =
( Zp np Zp n( UVN))

= —kZpl —~InD(U,V,N)) = kInT'(U,V,N sz = kInT(U,V,N)

Extenziv és intenziv mennyiségek

X extenziv mennyiség, ha homogén dsszetett rendszer esetén barmely A és B
részrendszerre X 4t5) = X4 1 X (B) ha a kélcsénhatas elhanyagolhatd.

X(OtXl,aX2 .o OéXn) = Q- X(XI,XQ - Xn)

Y intenziv mennyiség, ha homogén Osszetett rendszer esetén barmely A és B
részrendszerre Y (4+B) — Y (4) = Y (B) ha a kélcsonhatas elhanyagolhatd.

Y(CYXl,C!XQ N aXn) = Y(Xl,Xg .. Xn)

Extenziv mennyiségek azonositasa
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N részecskeszam

V térfogat

S termodinamikai entropia: A Shannon-entrépia maximuma az adott feltételek mellett
U bels6 energia: "rendezetlen" allapotban jelen 1év6 energia, nincs forgas és a
tomegkozéppont sem mozog

Intenziv mennyiségek azonositasa

A termodinamikéban tipikusan az U (S, V, N) belsé energia fliggvényt hasznaljuk. Ennek
teljes differencidlja adja a termodinamika elsé f6tételének differencialis alakjat, ahol az
intenziv mennyiségek a belsé energia extenziv mennyiségek szerinti parcialis derivaltjaiként
jelennek meg. Ezeket konjugalt paroknak nevezziik.

A termodinamika elsé f6tétele dU = TdS — pdV + udN, ahol T a h6mérséklet és
reverzibilis folyamat esetén §@Q = T'dS a kozolt hé, p a nyomas, u pedig a kémiai potencial.

au(S,V,N)
T=—"%g v~

au(S,V,N)
P=———gy s~
aU(S,V, N)
=N lsv

Azaz

dU(S,V,N) = g—g-dS— g—g-dv+g—z-dN

Intenziv mennyiségek az entropiabol

U(S,V,N)és S(U,V,N) ekvivalensek, ugyanazt az informacidt tartalmazzak, mivel egymas
inverz fliggvényei.

Ennek feltétele, hogy rogzitett V és N mellett az entropia monoton névekvé fliggvénye legyen
az energianak.

Ha az energia fellilrdl korlatos, akkor az entropia nem monoton né az energia fliggvényében,
és el6fordulhat olyan "furcsasag", hogy az abszolut hémérséklet negativ, példaul kétallapotu
rendszerek esetén.

Fejezzlk ki az entrépiat ugyanazokkal a valtozdékkal, mint a bels6 energiat:
S(U,V,N) +— 8(S,V,N).

Ugyan az az entrépia mindkett8, csak mas a fiiggvény alakja. S egyszeriien visszaadja S
valtozo értékét:


af://h3-22
af://h3-23

3(S,V,N) = S(U(S,V,N),V,N) =S

S szerinti derivalt

85(S,V, N) 8S(U,V,N) dU(S,V,N)
oS |V,N =1= oU |V,N' 95 |V,N
aS(U,V,N)
T et
8S(U,V,N) 1
U |V,N - T
V szerinti derivalt
d5(8,V,N) dS(U,V,N) dU(S,V,N) dS(U,V,N)
ov |S,N =0= oU |V,N ) oV |S,N + oV |U,N
1 oS(U,V,N)
0= (P +—F—luw
oS(U,V,N) P
v o T T
N szerinti derivalt
d5(S8,V,N) dS(U,V,N) dU(S,V,N) dS(U,V,N)
ON |S,V:0: U |V,N' ON |s,v+ ON |U,V
1 8S(U,V,N)
O=F 1+ —an vy
oS(U,V,N I

)
N |U,V:_f

Teljes differencial

Mint lattuk, S(U, V, N) fliggvénybdl is elGallithato a hGmérséklet, a nyomas és a kémiai
potencidl. A teljes entropia-reprezentacio:

_ 1 P B
dS—TdU+TdV TdN.

A hOmérséklet

A hémérséklet hatarozza meg a spontan energiadramlas irdnyat. Ha Ty < T', akkor az
energia B-bdl A-ba aramlik, amig a hGmérsékletek ki nem egyenlitédnek. A statisztikus
fizikdban ez a viselkedés az entropia-maximum elvébdl kovetkezik.
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Legyen A és B a kuilvilagtdl elszigetelt zart rendszerek, koztiik hdszigeteld fallal. Amig bent
van a fal, addig az entrépidhoz hasznalt kényszerfeltételek E4 = U4 és Eg = Ug. Vegylk ki
a falat, és engedjlik meg, hogy energiat cseréljenek. Varjuk meg az egyensuly bealltat, majd
helyezziik vissza a falat. Ekkor megvaltozik a kényszer: E4 + Eg = Uy + Upg.

Sar(Ua) = Sa(Ua) + Sp(Up)

Az energiat Ugy kell szétosztanunk, hogy a teljes entrépiat maximalizaljuk, vagyis a fenti
egyenlet széls6értékhelyét keressik:
0S4+B(Ua)  0Sa(Ua) , 0Sp(Us)

U, ou. " au,

A masodik jobb oldali tagot lancszaballyal kifejthetjiik:

8S4.p(Us) 8Sa 8Sp dUp

oUx  0Us  9Us 0Us
Mivel U = U, p — Uy, ezért ggj = —1, hisz a teljes energia konstans.
0S4 0Sp 0S4 0SB

aUs  0Up | U  0Ug

% adja meg, hogy milyen egységnyi energiavaltozas mekkora entropia-valtozast okoz. Az
energia oda aramlik, ahol a g—g derivalt nagyobb, azaz ahol % nagyobb, azaz T kisebb,
feltéve, hogy T' > 0.

Ahol kisebb a h6mérséklet, ott egységnyi energia nagyobb entrépia-névekményt tud elérni,
mint amekkora csokkenést okoz hidnya a nagyobb hémérsékletl helyen. Ezért az entrépia-
maximum elv a hémérséklet kiegyenlitédéséhez vezet.

A kanonikus sokasag

Kanonikus sokasag esetén az energiat nem rogzitjik élesen, csak annak varhato értékét.
Ebbdl két kényszerfeltételt kapunk:

<E>:U:ZpiEi Zpizl
Ekkor az aldbbi fliggvény szélsGértékét kell keresni:
f(P1,p2---pn) = —k‘ZPi Inp; — kA Zpi - k‘ﬂZpiEi
ahol a két Lagrange-szorzot kA és k3 alakban vettiik fel.

Opi pi
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—Inp;—1—-A—BE; =0

Felhasznalva a masodik kényszert:
1= Zeflf)\ . efﬂEi — 6717)\ . ZefﬂEi
i i

ahol legyen Z(B,V, N) = 3_, e #% a particiés fiiggvény, e ' ~* pedig &, hogy az &sszeg
egyre normalddjon. Ekkor a valdszinliség:

Ha a particiés fliggvényt meghatarozzuk, akkor Iényegében mindent ismerni fogunk. A
rendszer 6sszes mikrodllapotara kell 6sszegezni:

Z(B,V,N) =) e

i

Ervényesiteni kell az els8 kényszertis: U = Y, p; E;. Ha Z(B,V, N)-t B szerint derivaljuk,
akkor az energia megjelenik az exponencialis tag elGtt:

0z _BE,
8—IB=Z:—EZ'€ BE;

Szorozzuk be mindkét oldalt —%—vel:

107 1 e PE:
___:__E_,*ﬂEi: _E E =
Z 98 ~ i E,e Z 7 E; i piE; =U
Mivel
d 1 df(z)
—1 —
dx n f(z) f(z) dz ’

ezért a bal oldal atirhato In Z derivaltjava:

9
55" Z(B,V,N)=U

Inverz homérséklet

A-tél a normalasi tényez6 fligg, de mi 5 szerepe? Az altaldnos Lagrange-multiplikatoros tétel
szerint a szélsGértékben a kényszerhez tartozé szorzé megegyezik a maximalizalt
mennyiségnek a kényszer jobb oldala szerinti derivaltjaval, azaz
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OF

A=
aG;

Jelenesetben F = S, G; = U és \; = kS, igy

_ 8S(U,V,N)

kﬂ oU | V,N

ezért -t inverz hdmérsékletnek is nevezik.

A kettes alapurdl a természetes alapu logaritmusra attérés soran becsempésztiink egy &
konstanst, melyrél akkor csak annyit mondtunk, hogy ez fogja meghatarozni, hogy milyen
egységekben mérjlk az informaciét.

S=—k) pinp;
i

Ebbdl késbbb kifejeztiik a hémérsékletet, igy k értéke befolydsolja a hdmérséklet
mértékegységét:

oS 1

U T
Ha k-t a Boltzmann-allanddnak valasztjuk, akkor a hdmérséklet mértékegysége Kelvin
lesz.
Az inverz h6mérséklet, S inverz energia dimenzidjlu, magas h6mérséklet esetén
kT > Etipikus, alacsony hémérséklet esetén kT' < Eyipikus, hiszen

pi ~ e B/

ha kT nagy — az energiakiilonbségek hatadsa kicsi — sok allapot hasonlo
valdszinlségl

ha kT kicsi — az exponencidlis erésen szelektal — az alapallapot dominal
azaz kT a tipikus termikus energialépték, amely

meghatarozza a betolt6tt energiaszintek tartomanyat,
megjelenik minden statisztikus sulyban,

fluktudcidk nagysdgrendjét adja meg.

Kanonikus entrépia

S=—kY pilnpi=—k) pi(-InZ—PE)=k) pinZ+k) pibE:
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S =klnZ+ kBU

Ugyanazt az informaciot a particids fliggvénybdl is meg tudjuk hatarozni, mint az entrépiabdl,
el6bbi U helyett 5 = %-tél flgg, és a masik valtozé beldlik parcidlis derivalassal
kifejezhetd.

omz 85 1

U=""35 U T

Hogy kertl V, N fliggés Z-be?

Z(B,V,N) = Ze

Nyomas a particios fliggvénybol

p _ 9S(U,V,N) | _ ,OWmZB,V,N) 9B(U,V,N) N
T ov N op ov
dlmZ(B,V,N) 0B(U,V,N)
+k 57 + A
P _ k@an
T oV
_ 4y 9nZ(6,V,N) ~ 10lnZ(B,V,N)
- v |6 = B G1% 6.

Kémiai potencial a particids fliggvénybdl

08U, V,N)| _,OmZ(BV.N) 08U, V.N)
T ~ oN wn~ ap N

Ol Z(B,V,N) 08B(U,V,N)
+k I + N kU
B k@an
T 8N
~ 18lmZ(B,V,N)
] ON |(ﬁ,V)

A particios fliggvény faktorizalodasa

Fliggetlen rendszerek particios fliggvénye faktorizalddik. Ha A és B nem hat kolcson, akkor:
ZAvB=14A-ZB

Legyen a kdz6s inverz hémérséklet 8, A kvantumallapotai |2) 4, energiaéllapotai Ei(A), B

kvantumallapotai | j) 5, energiadllapotai Ei(B).
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A fliggetlenség miatt a teljes rendszer kvantumallapota energiasajatallapot |i) , ® |5) 5, @

teljes Hilbert-tér a részrendszerek Hilbert-terének tenzorszorzata. Energidja az energiak
(4+B) _ p(4) + E](.B).

i -

(A+B) (4) (B)
ZA+B:§ E e_ﬁEij :E E e—ﬁEi .e_ﬁEj =
i j % j
Z _BEW Z —BE®
= e ﬁEz . e ﬁE] = ZA . ZB
%

J

osszege E

Ez ekvivalens azzal, hogy

InZy,p=InZy+1InZpg

azaz fliggetlen rendszerekre In Z additiv, azaz extenziv.



4. Fluktuaciok, sokasagok ekvivalenciaja a
termodinamikai limeszben

Sokasagok ekvivalenciaja

A mikrokanonikus és a kanonikus sokasagbol szamolt entrépia-fliggvények akkor egyenléek,
ha a rendszer mérete a végtelenhez tart (IV, V — oo, N/V=4llandd), azaz ez a két targyalas a
termodinamikai limesben ekvivalens.

Az energia bizonytalansaga
Az alabbi gondolatmenet minden extenziv mennyiségre végigvihetao.

Ha a teljes rendszer energidja rogzitett, akkor egy részrendszer energidja még fluktualhat a
tobbi részrendszerrel torténd energiacsere miatt.

(E) = U rogzitett, mekkora az energia tipikus fluktuacidja, AE/(E) =?

AE? = (E - (E))?) = (E?) - (B)®

1
— o~ BE;
(E) = Z El Ee
9y 1 2 —BE;
(E7) = 7 El Eje

Ebbdl (E) ismert:

(E) :U:-aglﬂz; Z=Y e

omz 1087 1
_ e _ —E: —BE;
8 Zo8 Z 2 (~Ee

Hogy megkapjuk (E?)-et, szamoljuk In Z masodik derivaltjat:
2
Oz o 1 S e h | =
0B 0B Z < '

0 (1 _4p 1 0 _8E,
T [6_5(7)21%6 ﬁEZ“L?B_ﬂ(ZEie ")]

i

Végezziik el a derivalasokat:
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8 (1\ 10z
3_/3<7)ﬁ8_/3

07 _BE
6_ﬂ = —;Eie BE,;

% (Z E,»e'BEi> = — Z Eize’ﬁE"

Ezeket helyettesitsiik vissza:

8%2InZ _ 7% o ZEiefﬂEi ) ZEiefﬂEi _ %ZEiZeﬂEi] —

0p?

2
-y (G re)
3 7

Mivel
(E) = i ZE.e_ﬁEi
Z - !
1
2\ __ 2 —pE;
(B?) = — ;Ee
ezért

0%2InZ o s 9
—3,32 =(E* — (E)* = AE

Tegylk fel, hogy a rendszer felbonthatd n darab fliggetlen kis rendszerre:

Z=2"—-InZ=nlnz

Ekkor:

OlnZ Olnz
(B) =~z =~
o)) op
amibdl az energia relativ fluktuacidja:
AR

~>

(E



A masodik derivalt az energiafluktuaciok nagysagat méri a rendszerben. Termodinamikai
limeszben, azaz n — oo hatarértékben a fluktuacidk nulldhoz tartanak: —= — 0, azaz a

\/_
rendszer energiaja gyakorlatilag rogzitett a nagykanonikus sokasdgban. Ezért a
mikrokanonikus sokasag egyenérték(i a kanonikus sokasaggal, a két leiras entrdpiaja egyenl6.
A kanonikus és mikrokanonikus sokasag kapcsolata

Induljunk ki a nagykanonikus entrépiabdl:

S =kInZ(B,V,u) + kBU — kuBN

Tul sok a valtozo, de 3 és U kifejezheté egymasbdl, valamint u és N is.

S(U,V,N v
% = WI(U,V,N) = T(U,V,N)=e *
OmI(U,V,N) o 1
U T RT
OmZBV.N) _

o8 -

Z(B,V,N) = Ze ’:Z I(E,V,N)e P

Vagyis a kanonikus particios fliggvényt fel lehet irni a mikrokanonikus sokasagban hasznalt T'
segitségével, mely az E energidju mikrodllapotok szamat adja meg. Nagy rendszerre ezen
energiaszintek nagyon s(rlin vannak, ezért atmegy integralba. Emellett irjuk be I'-t S és k
fliggvényében:

Z(B, V,N):/ dET(E,V,N)e PE =
0

oo o0
:/ dEeS/ke_BE:/ dEe"/k—PE
0 0

Az exponencidlisban |évé mennyiség aranyos a rendszer méretével az entropian keresztiil,
ezért alkalmazhato a Laplace-moédszer: N — oo esetén az exponencidlis er6sen cslicsos az
xo maximumhely kortil, ezért a jarulék dontéen onnan jon — a tobbi tartomany elhanyagolhaté.

/  NF@) gy g NF0)
0

ahol z az f fliggvény maximumhelye, f(zo) pedig a Taylor-sorfejtés els6 tagjaként keril el.

Termodinamikai limesben az exponensben |évé fliggvény domindl, azaz ennek a maximuma
kell:
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S(E,V,N)

f(B) = =20 -
,_Of(E), _ 185(B,V,N)
=5 n=% o mf

1
— _B=0
kT p
Adott 8 esetén Eq az a bels6 energia, aminél a mikrokanonikus inverz hémérséklet

megegyezik 3-val egy k szorzé erejéig.

Az exponensben a két tényez6 egymas ellen hat, minél nagyobb az energia, annal jobban
levag a Boltzmann faktor (masodik tag), de annal tobb ilyen rendszer van.

Csak %S(E, V,N) — BE maximuma ad jarulékot:

Z(8,V,N) = l/S(EV.N)-pE,

1 8S(E,V,N)

=0
k OE g

egyenlet megoldasa Ey = U. A két egyenlet egylitt azt mondja, hogy In Z az S/k Legendre
transzformaltja.



5.Nagykanonikus sokasag

A nagykanonikus sokasag

A nagykanonikus sokasagban az energia mellett a részecskék szama sincs rogzitve, csak
azok varhato értéke. Ez a kanonikus sokasag két kordbbi kényszere mellé ad egy harmadikat,
melynek Lagrange-szorzojat jeloljik kX y-el.

Az aldbbi fliggvényt kell maximalizalni:
f(B) =~k pilnp; — kXY p; — kB piE; — kAy Y _piN
Ennek ott lehet széls6értéke, ahol:

97(B 1
f(p) :_klnpi_kpi__k)\—k/BEi—k)\NNiZO
Opi pi

Ebbdl a valdszinliségekre adédik:

p; = e 1N . e PEAN:

Legyen a nagykanonikus sokasag particios fliggvénye vagy éllapotésszege:

Z(B,V,Ay) = Ze—ﬂE el

és
o 1A 1
Z(ﬂa Va )‘N)
a normalasi feltétel miatt. Ezért:
1
P = — _e*ﬁEi*)\NNi

Z
A kovetkez6 kényszerfeltétel az energidra vonatkozik:

8an(ﬂ, V, )\N)

B
6lnz — e —BE~AxN;
=5 YN B = Y S (B
OlnZ — B =-U

0B
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A részecskék szamara vonatkozo kényszerfeltétel:

oS(U,V,N) 7

ON T

N a),p;N; = N jobb oldala. Az ennek megfelel§ Lagrange-szorzé kA, melyet
megkapunk, ha a széls6értéket (S) ledervialjuk a kényszer jobb oldala szerint (N):

oS(U,V,N)
—on MW
Ebbdl kovetkezik:
__k _
AN = T up.

Z(ﬂ’ v, )‘N) = Z e PEtubN: _ Z e*ﬂ(ErP«Ni)

Entrépia a nagykanonikus sokasag particios fliggvényébol

S=—kY pinp;=—k» pi(~InZ - BE; + uBN;) =
=kWZ+kBY piBi —kpB Y pil;

Ebbdl a masodik tag a bels6 energia, a harmadik a részecskék szamanak varhato értéke:

S =kInZ(B,V, ) + kBU — kuBN

Nagykanonikus €2 pontencial

A nagykanonikus sokasdag esetén a szabadenergia analdgidja, a részecskeszam Legendre-
transzformalva van p-re:

F(T,V,N) = —kTIn Z
QT,V,u)=—kTlhZ
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6. A termodinamika fotételei

A termodinamika elsé fotétele

A termodinamikaban mindig az U(S, V, N) bels6 energidbdl indulunk ki. Az elsé f6tétel
kimondja, hogy

U(S,V,N) \ o U(S,V,N)

AU =6Q + 6W =TAS — pAV = 35 EYa

AV

ahol 6Q a kozolt hé, §W a rendszeren végzett munka.

<E> =U= ZpiEi
i
AU = Z Ap;E; + sz‘AEi

Fizikai jelentés:

> E;Ap;: a valdszinliségek valtozdsa - hékozlés

> piAE;: az energiaszintek valtozdsa - munkavégzés

Azaz a h6kozlés az egyes allapotok valdszinliségét valtoztatja meg, a munkavégzés
pedig az egyes mikrodllapotok energidjat.

A termodinamika masodik fotétele
Zart rendszer entrépiaja nem csokkenhet.

Ha a zart, izolalt rendszer egyensulyban van, akkor ez trividlisan teljestil, mert az entrépia
allando.

Ha nincs egyensulyban, akkor bontsuk fel Ugy kicsi részrendszerekre, hogy ezek lokalis
egyensulyban legyenek. Ekkor minden egyes kis részrendszerre kiszamithatd az entrépia, a
teljes rendszer entrépidja ezek 6sszege: Seredeti-

Spontan bedll az egész rendszerre az egyensuly, a részrendszerek makroszkdpikus
mennyiségei valtozhatnak. EKKor Segyensityi = Seredeti- Kezdetben sok kényszerfeltétel mellett
maximalizaltuk a Shannon-entrépiat. Amikor az egyensuly bedllt, sokkal kevesebb
kényszerfeltétel allt fenn: csak a rendszer teljes belsé energidja és a részecskék szama.

Id6tiikrozési paradoxon (Loschmidt-paradoxon)
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Ha megnézziik az alapvet6 természeti torvényeket, akkor a kdlcsonhatasok tipikusan
olyanok, hogy a mikroszkdpikus dinamika invaridns at — —t transzformaciéra nézve. Egy
részecske a bejart utat visszafelé teszi meg, ha az id6t megforditjuk. Ez igaz a
kvantummechanikara és a sztenderd modellre is nagy pontossaggal - I1étezik kis mértékd
szimmetriasértés (pl. CP-sértés), de ez nem magyarazza a makroszkopikus irreverzibilitast.
Nincs az id6nek kitlintetett iranya mikroszkodpikus szinten.

Makroszkdpikus torvények nagyon nem szimmetrikusak, az idének van egy kitlintetett irdnya.
A makroszképikus dinamika a mikroszkopikus dinamikdnak (nagyon sok dimenziés allapottér)
egy alacsony dimenzids vetllete.

Az entrépia egy ilyen egy dimenzids vetiilet. Tipikusan barmely irdnyban indul el a rendszer,
az entrdpia szinte mindig n6, mert a mikroallapotok tulnyomd tébbsége nagy entrdpiaju
makroallapothoz tartozik. Ez ad az idének egy kitlintetett iranyt.
A termodinamika harmadik f6tétele

lim S(U,V,N) =0

T—0

Ha a hémérséklet nulldba tart, akkor az entrépia is nulldhoz tart. (Ha az alapéllapot nem
degeneralt).

Induljunk ki a mikrokanonikus sokasagbal:

S =kInT(U,V, N) mikor lesz nulla? k nem lehet nulla, mert az a Boltzmann-allandé. InT"
akkor nulla, haT' = 1. Vagyis csak egyetlen allapot lehetséges. Az alapallapot nem
degeneralt, a Hilbert-tér egydimenzids altere.

Kanonikus sokasagbdl kiindulva:

PE+AE _
+ — o AE/RT
PE

Ha T — 0, akkor a valészinliségek aranya is nulldhoz tart, ha AFE > 0, vagyis egyedil az
alapallapot valészinlisége nem nulla. Az entréopidhoz csak az alapallapot ad jarulékot:

S=-k» pilnp;=—k-1-In1=0.
i
Ha az alapallapot n-szeresen degeneralt, akkor viszont az entrépia nem nulla lesz, hanem
1
S=—kln—=klnn>0han>1
n

amit maradék entrépianak (residual entropy) hivunk.
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7. Termodinamikai allapotjellemzés,
fundamentalis figgvények, Legendre
transzformacioé

Termodinamikai potencialok

Azokat az allapotfliiggvényeket, amelyek természetes valtozoik szerinti parcialis derivaltjai
makroszkopikus allapotvaltozokat adnak, fundamentalis fliggvényeknek vagy
termodinamikai potencialoknak nevezziik. Ezekbdl levezethet6 a teljes termodinamika.

Egy termodinamikai potencial természetes valtozoéi azok a fliiggetlen allapotvaltozdk,
amelyek szerint a potencial teljes differencidlja felirhatd. A potencial ezek szerinti parcialis
derivaltjai adjdk a hozzajuk tartozd konjugalt intenziv vagy extenziv mennyiségeket.

Példaul az entropia esetén U, V és N a természetes valtozok, mert
1 P %
dS = —dU + =dV — —dN.
T + T T

Konjugalt mennyiségeknek nevezziik azokat az intenziv—extenziv valtozdparokat, amelyek
egy termodinamikai potencial teljes differencialjdban egymas szorzataként jelennek meg, és
ahol az intenziv mennyiség az extenziv valtozo szerinti parcidlis derivalt.

A kiilonb6z6 termodinamikai potencidlok egymasbdl Legendre-
transzformacidval szarmaztathatdk, amelynek soran egy konjugalt valtozopar egyik tagjat a
masikra cseréljiik.

Entrépia esetén a konjugalt parok:

U+ +
Ve &
N— —&
_ 1 p K
dS = TdU+ TdV TdN.

Legendre-transzformacio

Sok kiilonb6z8 termodinamikai potencial definidlhatd, ezért célszerl rendszerezni 6ket.

S =klnZ+ kU
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olnZ

op
.y .. ot . SUV,N)
Ez egy Legendre-transzformacio, amely In Z(3, V, N) fliggvénybdl eldallitia =3~

fliggvényt, mikdzben a természetes valtozok koziil a konjugalt U és 3 valtozokat egymasra
cseréli.

%:an—FﬂU:an—,@

A forditott irdnyu transzformacio:

_ S _ S a(S/k)
mZ=o - pU="7~U-—o5

A Legendre-transzformalt fliggvények ugyanazokat a termodinamikai informacidkat
hordozzak, csak kiilénb6z6 természetes valtozokkal irjék le a rendszert.

A termodinamikai potencialok igy két természetes csalddba rendezhetdk:

az entropiareprezentacio, amely az S(U, V, N) fundamentdlis fliggvénybdl
szarmazik kilonbozé valtozdk Legendre-transzformacidjaval,

az energiareprezentacid, amely a U(.S, V, N) bels6 energiafliggvénybdl kiindulva
adja a szokasos termodinamikai potencialokat.

Legendre transzformacio altalanos alakja:

f(z) = g(p) = f(z) — pz, p= f'(2)

dzaz
f(@) = g(f'(z)) = f(z) - f'(z)z
Az entrépidbdl szarmaztathaté potencialok

Az S(U,V, N) fliggvényb6l indulunk ki. Legendre-transzforméacioknal a S(U,V, N)/k
dimenzidtlan entrépiat hasznaljuk.

U szerinti Legendre transzformalt

Az entrdpia U szerinti Legendre-transzformaltja (Massieu-potencial):
S(U,V,N) 8 S(U,V,N)

k oU k
S({U,V,N)

k

.U=InZ(8,V,N)
— BU =In Z(B,V, N)

U és N szerinti Legendre transzformalt

Az entrdpia U és N szerinti Legendre-transzformaltja:
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SW,V,N) 9 SW,V,N) 9 SWUV,N)
k oU k ON k
S(U,V,N)
k

N=mIZ(B,V,An)
—BU+uBN=mZ(B,V,An)

A belso energiabdl szarmaztathato potencialok

Az U(S,V,N) fuggvénybdl indulunk ki

S szerinti Legendre transzformalt

A belsé energia S szerinti Legendre-transzformaltja:

oU(S,V,N)

U(S,V,N) — 53

.§=U—-TS=F(T,V,N)

ami a szabadenergia vagy Helmholtz-féle szabadenergia.

efﬁEi

pi = —8=-kY pi(-InZ-BE;) =kInZ + kpU

Fejtsiik ki az entropiabdl a szabadenergiat:

S=klnZ+ kpU = kanJr%
TS=kTlnZ+U
FT,V,N)=U-TS=—-kTlmZ(T,V,N)
S és N szerinti Legendre transzformalt

Q nagykanonikus potencial:

U(S,V,N) o 9U(S,V,N)

U(S,V,N) — 35 AN

Ez a nagykanonikus particiés fiiggvénnyel all kapcsolatban:

Q(Ta Va ,U) = —kT'In Z(T7 Va N)

Hokapacitas

A Legendre-transzformacié akkor végezhetd el, ha a két valtozoé szigortian monoton
fliggvényei egymasnak, azaz kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetéek egymasnak.

In Z(8,V,N) — S(U,V, N)

esetén U és [ kell egymasnak kdlcsondsen egyértelm(i fliggvényei. Ez mikor teljesul?
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Legyen f(z) és elsé derivaltja f'(z) szigortian monoton fliggvénye z-nek. Ekkor a f"(z)
masodik derivalt nem valthat elGjelet, ami a gorbliletet jellemzi.

0*InZ(B,V,N)

b = (B (1) = (B~ (E))") = AB* >0

Azaz In Z konvex fliggvény, a Legendre-transzformacié jol definialt.

8*InZ(B,V,N) 8 8lnZ(,V,N)

__UBV,N)
02 op B o op

Azaz mennyit valtozik a bels6 energia, ha a 3 valtozik. Ez pedig a hkapacitasssal all
kapcsolatban. Allandé térfogaton:

B AQ| AU 8U(T,V,N)| _

Cy = AT 'V.N - AT - oT V,N
_QUBVN) 98 . 1 AB?
a8 oT kT2 kT?

Ebbdl a kordbbi eredmény alapjan:

1 8%InZ(B,V,N)
kT2 52

cy =

Minél nagyobbak az energiafluktuaciok, annal nagyobb a hékapacitas, azaz adott
hémeérsékletvaltozashoz tobb hét kell kozolni.



8. Magas homérsékletl idealis gaz targyalasa a
kanonikus és mikrokanonikus sokasag alapjan

A "klasszikus" idedlis gaz

Idealis gazrodl akkor beszélhetiink, ha a részecskék kozott elhanyagolhatdan kicsi a
kolcsonhatas. A gyakorlatban ez tipikusan kis s(irliség esetén teljesiil.

Tekintslink N darab, egyforma, pontszer( részecskét V térfogatban, T hGmérsékleten. irjuk
le a kanonikus sokasag segitségével:

Z(T,V,N) = Z(T,V,1)"
ahol Z(T,V,1) az egyrészecske particios fliggvény.
A kétrészecske allapotot leird hulldmfliggvény:

Y1(za) - Pa(zs) T P1(2p) - Pa(za)

vagyis a hullamfliggvényt szimmetrizalni (bozonok) vagy antiszimmetrizalni (fermionok) kell.
Bozonok esetén a szimmetrikus (pozitiv el6jel(i), fermionok esetén az antiszimmetrikus
(negativ eldjelli) kombinacidt kell valasztani. Nem tudjuk eldonteni, hogy melyik részecske hol
van, ez valéjaban nem kettd, hanem egyetlen allapot.

A levezetés soran korabban azt feltételeztiik, hogy a szorzatallapotok kiilonb6zé
allapotoknak szamitanak. Azonban egyforma részecskék esetén ezek koziil tébb ugyanahhoz
a fizikai dllapothoz tartozik, ezért annyiszor szamoltuk 6ket, ahanyféleképp permutalni tudjuk
az allapotokat.

Minden N-részecske allapotot N!-szor szamoltunk. Tehat valéjaban a particios fliggvény:
1 N
Z(T,V,N) = N Z(T,V,1)
Az % tényezG6t Gibbs-faktornak nevezik.

Ha elég magas a h6mérséklet, akkor nagyon kicsi lesz az olyan allapotok jaruléka, ahol egynél
tobb részecske van egy egyrészecske-allapotban.

A korabbiak sordn nem mondtuk meg, hogy milyenek a nagy rendszer mikroallapotai. Most
kaptunk egy nagy rendszert N részecskével, aminek le kell szamolni a mikroallapotait:

Ze—ﬁEi% Z e PEi
%

kiilonbozd
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Ennek egyik kévetkezménye, hogy az % tényez6 helyesen veszi figyelembe a tulszamlalast,
és ebben a klasszikus hatarban nem sziikséges megkilonboztetni a fermionokat és a
bozonokat.

Dobozba zart részecske kvantumallapotai

Z(T,V,1) Ze Bn

Y(z) ~sinkz > kL =nr — k= %
hnm
P = Bn = 7
_pl 1 RInin?

2m  2m L2
Az egyrészecske-allapot energidja hdrom kvantumszamtdl fligg, mely megadja, hogy hany
félhullam fér be a dobozba a harom fliggetlen tengely mentén:

2

E(ni,nq,mn3) = (n% —|—n§ —|—n§)

2m L2
LRSI I
ni=1n2=1n3=1
Legyen
C—p h2n? _ h2n?

2mL? 2mL2kT

amit behelyettesitve:

00 &) o0 ) ) )
Z(T,V, 1) =3 > ) e meme O =
ni=1ns=1n3=1

Mivel a hdrom irdny fliggetlen, ezért kiilon elvégezhetbek. Tovabba az energia 6sszeadddik,
ezért :

00 00 00 00 3
_ E E ean%efc'ng _S- 67Cn§ _ E 670n2
ni1=1ns=1

n3=1 n=1

Kelléen magas hémérséklet esetén C < 1, ezért attérhetlink integralkozelit6 6sszegre. A

Gauss-integrdl alakja:
i e On’ /OO e O dy = l T
= 0 2V C


af://h3-61

Ebbdl az egyrészecske particids fliggvény:

2mLT\** _ 1 ¢ 2mkT )%
R -8\ R

Z(T,V,1) = 8(

Amibdl a teljes particids fliggvény:
11 mN32)Y 1 1/ 2mkT\%?
T,V,N _(_) _ L Ly Al
2(T,V,N) = N'{S C } N!lSV( h27r>

N kT
In Z(T,V,N) = —NlnN+N—|—N1nV+3—1n (;”m) -

N
_ 1w mkT 3N/2
N 27h?

\%4 3N mkT
=NInh—+ N —1
nN+ * n(27rﬁ2)

Iln Z-t8l elvarjuk, hogy extenziv legyen: (N, V) — (aN, aV). Minden tagban csak N — aN,
tehdt In Z «a-val skalazadik, vagyis extenziv. Ezt az % tag jelenléte biztositja.

Az allapotegyenlet levezetése

Bels6 energia

_ dmZ(BV,N) 8 V 3N m B

3N 2mk’8 m (1
2 m 27h?

Vagyis a mar ismert 0sszefliggésre jutunk:

3N1 3
U="55 =N

minden szabadsagi fokra + 5 kT energia jut, és 3N szabadsagi fok van. Ez az ekvipartici6
elve, mely a magas hémérséklet(, klasszikus hataresetben teljesil.

Nyomas

p_(‘?an_NN 1
KT oV V. N

<|=

Atrendezve kapjuk az idedlis gaz allapotegyenletét:

pV = NkT

Kémiai potencial
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kT ~ ON % N2 27 2rh28
Vv m
=ln— +—=In
N 2 27wh?8
Entrépia
1
pi = — e BF

S=—k> pilnp;=—-k> pi(-InZ—pE;)=klnZ+ pU =

1% m 3
=kNln — N N1 —NKT =
=k nN+k + = k n2h2ﬂ+kﬂ2 k

Vv m 3
— kNln— + kN k:Nl KN
Ny TRV RN s TR

T
lim S(T,V,N) = lim (K(V, N) + S N T )
T—0 T—0 2

27k 2

A masodik tag minusz végtelenhez tart, pedig azt varnank, hogy az entropia nulldhoz tart
nem degeneralt alapallapot esetén. De a kiindulo feltételezésiink az volt, hogy a hémérséklet

magas, igy ezt nem hasznalhatjuk, ha a hdmérséklet nullaba tart.


af://h3-66

9. Klasszikus rendszerek statisztikus fizikaja,
idedlis gaz: kinetikus gazelmélet

Idealis gaz klasszikus targyalasa
Klasszikusan a részecskéket fazistérben lehet a mikroallapotokként cimkézni:

{Ehﬁi}

N
1 o

~ 9., i
2m i=1

oo P} +p3 +p3
Z(T,V,1) 3 Pi TPy TP
Vv, /d / pexp( kT

az impulzusintegral szétbomlik harom Gauss-integralra:

+00
/ e—Adex — \/1
. A

Z(TaV,l)ZV(/_Jroodp exp(— P’ ))3zv.(2ﬂka)3/2

ezért:

o 2mkT
Ebbdl a teljes rendszer particids fliggvénye:
Z(T,V,N) =V . (2rmkT)3N/?

hidnyzik az - tag az extenzivitashoz, valamint a particiés fliggvénynek dimenziétlannak
kellene Ienme, de klasszikusan az integralas behoz mértékegységet:
[Z(T,V,1)] = [d3z - d*p] = [hatds?).

Kvantumos megfontolasbdl osszuk el az eredményt minden szabadsagi fok esetén h-val:

1

1
Z(T,V,N) = mVN - (2mmkT)3N/2 . e

Ebbdl kovetkezik, hogy a ugyanazt az eredményt adja, mint a kvantumos esetben, ha
megcsavargatjuk a klasszikus targyaldst. Amiért mégis érdekes, hogy a klasszikus és
kvantumos particiés fliggvény magas h6mérsékleten megegyezik, ezért a magas
hémeérsékletli idedlis gaz klasszikusan kezelhet6.
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Kinetikus gazelmélet

A részecskék impulzus-komponensei fliggetlen valdszin(iségi valtozok, melyek
slirliségfliiggvénye:

2
po(pi) ~ exp [ — =i ).
pi 2mkT

Annak a valdszinlisége, hogy az impulzust a (p1, p2, p3) impulzustérbeli pont dp:1dp2dps
kornyezetében van:

p? 3 P}
_ _ _ dp1dpsd
exP( 2ka>eXp< 2ka>eXp< 2ka> P1ap20P3

Mivel normalni kell, ezért el kell osztani a s(irliségfliggvényt az aldbbi taggal:

+o00 p2 \/7
/700 exp o kT dp; = V2mmkT

amibdl a s(rliségfliggvény:

pp.(Pi) =

Impulzus

Mi lehet egy részecske impulzusanak nagysaganak p,(p) valdészinliségeloszlasa, ha
p=/p}+p}+pi?

A slirliségfiiggvény integralja, mely megadja annak a valdszinliségét, hogy p? + p3 + p3 < p?
, azaz a pont egy p sugart G, gémbon bellil van:

4 td gl
2mkT

P
/ pp(p)dp = / dg1dg>dqs exp )-(27rka)—3/2
0

Gy

llyenkor szoktak attérni gdmbi koordinatakra, de inkabb gondoljuk végig. Vegylink egy ¢
sugaru gombhéjat, melyre gyorsan végig lehet szamolni az integralt:

P 2
q 2 -3/2
— -4q°7 - dq - (2mrmk1
A exp< 2 kT) q dg - (2mrmkT)

ahol 4¢27 - dg a gémbhéj térfogata.

Minket a s(r(iségfliggvény érdekel, ami az eloszlasfliggvény derivaltja:
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d P p2 _
pp(p) = FA pp(q)dg = exp (— 2ka) - 4mp® - (2mmkT) %

B 2
Ez aranyos p? exp (—ﬁ) -val.

Sebesség

Szadmoljuk ki a sebességeloszlast, ami ekvivalens azzal, hogy p < mu:

v mv 2
_ 4 . 2 -3/2
A po(u)du = /0 exp ( 2ka) 4mwq°dq - (2mrmkT)

polu) = / " dupu(u) =

mu 2
= d(mv) _d / exp ( q ) - 4nq’dq - (2rmkT) 3% =
0

dv dmv  2mkT

2 2
= mexp < ;:;1) - Arm®v? - (2rmkT) 3% ~ v exp ( ZZ;)

Azaz aranyos a Maxwell-Boltzmann eloszlassal megfelel6 normalassal.

Energia

2

E=L L p=+vomE
2m

Szadmoljuk ki az energiaeloszlast, ami ekvivalens azzal, hogy p < vV2mE

d\/ 2mE \/— E 1/2

~dE
E v2mE q2
/0 depp(e) = /0 exp (— 2ka) -4mq’dq - (2rmkT) >/?
pe(E) =
dV2mE d V2mE 2
= n / exp | ——2 -4mq’dq - (2rmkT) 3% =
dE  42mE 2mkT

1 E
=v2m- §E71/2 exp <_ﬁ> A7 2mE - (2rmkT) %% ~

~ E/2o—B/kT
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Amit érdemes megjegyezni, hogy a klasszikus idealis gazban az impulzuskomponensek
fliggetlen Gauss-eloszlasu valtozok.



10.Idealis Bose és Fermi gaz

Idealis gaz tetsz6leges homérsékleten

Ez mar teljes kvantummechanikai targyalas. A fizikai rendszerek akkor tudnak nem trivialis
viselkedést mutatni, ha a részrendszerek kozt van koélcsonhatas. Idealis bozongaz
kolcsonhatds nélkil is mutat fazisatalakulast.

Eddigi feltételezésiink kT > AE. Most szeretnénk, ha alacsony hémérsékletre is érvényes
lenne a targyalds, ezért mashogy kell cimkézni a mikrodllapotokat.

Betoltési-szam reprezentacio
Induljunk ki az egyrészecske kvantumallapotokbdl, melyeket tegyiink sorba energia szerint:

1,2,3,...

61§62§63...

Részecskék permutacioja nem szamit kiilonb6z6 allapotoknak, ezért csak felsoroljuk az
ni,na2,ns..., 0 < n; egész szdmokat, melyek megadijék, hogy hany részecske van adott
allapotban.

Ezzel egyértelmlien megadjuk a rendszer kvantumallapotat egyforma részecskék esetén.
Szorzatallapotokat tekintlink, melyek szimmetrizaltak (bozonok) vagy antiszimmetrizaltak
(fermionok).

A teljes rendszer allapotait az n1, ng, ns ... egész szamok adjak meg. Meg kell mondani a
teljes energiat és részecskeszamot:

E(nl,ng,ng. .. ) = Zniei
i
N(ni,ng,mn3...) = Zn,
i

Kanonikus sokasag: kényszerfeltétel a részecskeszamra, N rogzitett. Ez nem egy kellemes
kényszer, ezért a nagykanonikus sokasagot szoktuk hasznalni:

N;
Z(T,V,p) = Zexp( ; )

ahol a summa a teljes rendszer dsszes mikroallapotan fut végig. irjuk fel ezen
mikroallapotokat a hozzajuk rendelt cimkék segitségével:

Z(Ta V, /‘L) =
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:ZZ‘--GXP (n161+n262+---k;,u(n1+n2+...)) _
S () ()
S exp (_%) 3 exp &%) e
- ﬁ <Zexp (——ni(zT #) ))

Ez faktorizalddik egyrészecske particios fliggvények szorzatéra:
ni(e; — p)
2= Yew (- M551)

ennek megfelelen a rendszer egyensulyban van egy k6zos T' h6mérsékleten és u kémiai
potencialon.

Ha az egyrészecske allapotok energiait tudjuk, akkor ki tudjuk szamolni ezen egyrészecske
particios fliggvényeket.

Két lehet6ség valdsul meg a természetben:
Fermionok: n; = 0,1 -, csak egyetlen részecske lehet adott allapotban

2= exp G%) S e (_ 6ikTﬂ)
n;=0

Q(T,V,p) = —kTn Z(T,V,u) = —kTZan =

= —kTZln (1 + exp (— eik;ﬂ>)

=1

Bozonok: n; = 0,1,2--- 4 oo - akdrhany részecske lehet adott allapotban

- S (2572) 5 (o (52 i

n;=

mivel ez egy mértani sor lesz, ahol ¢ = exp (—<=).

QT,V,p) = —kTIn Z(T, V, 1) —kTZan =



()

1 —exp (— T

- kTiln (1 —exp ( EikT”>)

i=1

A nagykanonikus potencialt koz0s alakra lehet hozni

T, V,p) = kT Y In (1 T exp (%))

i=1

ahol a felsé el6jel bozonokra, az alsé fermionokra vonatkozik.

Atlagos betéltési szam: (n;)

Z(T,V, ) = Zexp( ;“))

Annak a valdszinlisége, hogy n; = n:

i-ex _ni(fi_.u)
z, &P kT

Derivaljuk p szerint:

O0ln Z; 1 0Z; 1 n; ni(e; — p) 1
op  Z op ~z 2 'eXp(_— =T ™

Fermionokra a betoltési szam:
(ni) _ Oln Z; —iln 1+ exp &~ _
kT ou ou kT

1 . ( € — u) 1
= p - exp [ P
1+ exp (—<£) kT kT

)

1+exp(—57F)  exp (G

)+1

Ez a Fermi-Dirac betoltési szam tetszGleges hémérsékleten. Ennek a lehetséges tartomanya
0 < (n;) <1, ami dsszhangban van a Pauli-elvvel.

Ha €; < p, akkor a kitevé kisebb 0-nal, az exponencidlis tag elhanyagolhatdan kicsi, (n;) = 1.

Hae; > pu, akkor a kitevé joval nagyobb 0-nal, az exponencidlis tag végtelenhez tart, (n;) = 0
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Ez a Fermi-Dirac eloszlas T' — 0 esetén. T' = 0 h6mérsékleten a kémiai potencidl
megegyezik a Fermi-energiaval, Er = p. Nulla hémérsékleten az allapotok a Fermi-
energidig vannak betoltve, afolott nem, az atlagos betdltési szam 1-rél 0-ra ugrik. Ha csak
majdnem nulla a hémérséklet, akkor a Fermi-energia korili ~ kT szélességl tartomanyban
részleges lesz a betoltés, kevésbé éles az atmenet.

A nulla h6mérsékletli Fermi-gazt degeneralt Fermi-gaznak nevezzik.



11. Elfajult Fermi gaz (allapotegyenlet, példak
elfajult Fermi gazra)

Allapotsiiriiség
Legyen T' = 0 hémérsékletl Fermi-gaz.

InZ = Z In (1 n e(#*Ei)/kT)

ahol i az egyrészecske-allapotokon megy végig.
[o9)
InZ= / deg(e€) In(1 + eW=E/kTy
0

ahol deg(€) az e korili de intervallumban 1évé allapotok szama, g(e) az éllapotslirliség, mely
megmondja, hogy az energiatérben milyen s(ir(in vannak az allapotok.

Egyrészecske allapotok energidja:
h27l'2

m(n% +nj + n3)

€(n1,n9,n3) =

Ahol n1,n2,n3 a dobozba beférd félhulldamhosszak szama.
Az € < E energidju allapotok szama definicid szerint: fOE g(e)de.

A kvantumszam-térben az egyrészecske éallapotok megfelelnek az egész koordinataju
pontoknak, egy kockaracs, racspontjai. Ez megegyezik a befoglalo térfogattal. Azok a pontok
vannak egy energia-gombon belil, ahol @2 = (n% + n% + n%)

Egész koordinataju pontok széma ~ 3r°m+. Utdbbi szorzé azért kell, mert egy
gombnyolcadban Iév6 pontokrdél van szo, aholny > 0, n2 > 0 és ng > 0, mert a Schrodinger-

egyenlet megoldasa szinuszos, ezért a negativ n-ek fizikailag ugyanazon allapotot irjak le.

Nézzik meg, hogy hany allapot van, melyre e < E, azaz amelyek teljesitik az alabbi
egyenlGtlenséget:

9 2mL*E
n< h2n2

Ezen pontok az alabbi gdmbnyolcadon belil vannak az n-térben:

omL2e\ /2
r=n= (%)
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ahol feltesszik, hogy n > 1.

1 2mL*E 1

b 4 i 1 3/217 m3/2
de — = . = .o 222 2 9= —(2 B3
/0 glede =33 ”( h2r2 ) 3 (2m)VET 25

ahol az utolso kettes szorzé a feles spind részecskék két lehetséges allapota miatt keriil bele.
Ha ezt lederivaljuk a felsé hatar szerint, akkor megkapjuk az allapotstrliséget:

2mL? )3/2 3 g1 _

(E)—i/E()d—f— 3
S =g J, 99 6\ hen2 2

_m Ly g 22V miR B
2 m3Rs m2h®

A minket nem érdekl6 tagokat szervezziik ki egy konstansba:

g(E) = CVm*E/?

In Z(ﬂa V, N) = / C’Vm3/2E1/2 . 111(1 + e(#*E)/kT)dE
0

ahol CVm?/2E1/2 az E energiaju egyrészecske-allapotok szama.

Ha E < u, akkor a kitevd egy nagy pozitiv szam, ezért:

uw—FE

In(1+ e(”’E)/kT) ~ T

Ha E > u, akkor a kitev6 egy nagy abszolut érték(i negativ szam, ezért:
In(1+4 e(“’E)/kT) ~0

Vagyis ha T — 0, akkor
" _E
InZ(8,V,N) ~ / CVm3/2E1/2”TdE
0

E > p allapotok jaruléka exponencidlisan kicsi. Kordbban is ezt lattuk a Fermi-Dirac
eloszlasndl, az energiaszintek csak y = Ep-ig vannak betoltve.

Elektrongaz nyomasa, fehér torpe

A nagykanonikus sokasdg esetén a szabadenergia analdgidja az {2 nagykanonikus potencial,
melyben a részecskeszam Legendre-transzformalva van a kémia potencialra:

F(T,V,N) = —kTIn Z
QT,V,u)=—kTlnZ
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K _
T, V,p) = —kTCVm®? | 2L g4e =
0 KT

— —CVm3? z,u63/2 _ 265/2 8 — _OoVm3/? 2N5/2 . EN5/2
3 5 0 3 5

Mivel kiesett a T fliggés, ezért ez a T = 0 hémérsékletre igaz. T fliggéshez az el6z6 éran
tovabb kellett volna vinni a sorfejtést, hogy T' ne essen ki.

4
Q(Oa Va ,u‘) = _1_50V7n3/2,u5/2

Ebbdl le lehet vezetni az allapotegyenleteket:

N:_3_925 CV 32,9/ _

3/2, 3/2
i > CVm 7

Mivel belsé energidbdl szarmazik, és V szerint nem Legendre-transzformaltunk, ezért a
nyomas kiszamitdsa megegyezik U esetével:

o0 4
— O 2 o325
P="%v 15 a
Idedlis klasszikus gaz allapotegyenlete:
N
pV =NEKT = p ~ v

Hogy ilyet kapjunk, p-t ki kell kiiszobolni. Fejezziik ki a részecskeszdm egyenletének
atrendezésével:

7

3 \2/3
= (ae) (%)
3\ 2/3 (N 2/3
() (%)

3 N
32 _ 2 -820-15
Pl = v

frjuk ezt vissza a nyoméasba:

5/2

Ebbdl az ardanyossag



A Fermi-energiat és a nyomast is a részecskeszam-slir(iség hatarozza meg. A Fermi-gaz
nehezebben 6sszenyomhatd, mint a klasszikus idedlis gaz. Ez a nyomas tartja egyensulyban
a fehér torpecsillagokat.

A tomeget azért tartottuk meg az ardnyossagban, mert tébb nagysagrendben eltérhet.
Nukleonok tomege kb 2000-szer nagyobb, mint az elektroné.

Elektrongaz fémekben

A Fermi-energiat barmilyen rendszerre ki tudjuk szamolni. Elektrongaz fémekben:

1 N 2/3
Er=A — .=
=t (7)

Definidljuk a Fermi-hémérsékletet: Tr = Er/k. Mivel az elektronok tdmege kicsi, ezért a
Fermi-hémérséklet relativ nagy, szobah6mérsékleten az alacsony hémérsékletli Fermi-gazra
Tr ~ 10*K

A Fermi-h6mérséklet nem egy kitlintetett pont, nem térténik ott semmi, csak egy viszonyitasi
alap ahhoz, hogy mi szamit alacsony hémérsékletnek.

Neutroncsillag

Nagy tomegli csillag szuperndva-robbanas utan hatramaradd magja. A témege
nagysagrendileg par Naptomeg, hémérséklete 6sszemérhet6 a Napéval, sugara kb 10 km.
S(irlisége sokkal nagyobb a normal anyagénal.

Miért allnak féleg neutronokbdl? kT < E'r, mert a s(rliség iszonyatosan nagy.
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1000 L0
800 0.8 -
600 0.6 -
400 - 0.4
200 0.2
0 = 0.0
e p*.n?

Mivel az energia £ = p2/2m, ezért az elektronok energiaszintjei joval (kb 3 nagysagrend)
magasabban lesznek, mint a nukleonoké.

Ahogy 6sszenyomddik a csillag, a rendszernek "érdeke lesz", hogy p* + e~ — n’, azaza
rendszer annal tobb energiat tud nyerni ezzel az atalakulassal, minél magasabb a Fermi-
energia, ami pedig a slrliség novekedésével né.

Ha a tomeg nagyobb egy kritikus tomegnél, akkor a fehér torpében az elfajult elektrongaz
nyomasa tébbé nem tud ellensulyozni, az elektronok atalakulnak a protonokkal neutronnd, a
csillag neutroncsillaga alakul.

Annak a feltétele, hogy a gazra a T' = 0 j6 kozelités legyen, az a feltétel, hogy a2 - AE
tartomanyban |évé részecskék szama sokkal kisebb legyen az 6sszes részecske szamanal,
azaz AE <« Ep.

Hogyan fligg AE a h6mérséklettdsl?

1

Ey= ——M
n(E) 1+ e(E—p)/kT

Mikor lesz mar csak § részecske abban a tartomanyban, ahol a részecskék nem nulla
hémérsékletliként viselkednek?

1

0= 11 AB/KT



1 =4+ de2F/H

1-d GAB/KT

5 =

1-6

AE =kTIn ~ kKT

Azaz a "rossz viselkedés(" tartomany szélessége kT-vel aranyos.



12. Bose-Einstein kondenzacio

Bose gaz alacsony homérsékleten

Bozonokra nincs Pauli-elv, akarhany részecske elfoglalhat egy allapotot. Egy kritikus
hémérséklet alatt az alapéllapot bet6ltési szdma ardnyos lesz a rendszer méretével, a
betoltési szam elérhet makroszkdpikus értékeket, az anyag kvantumos tulajdonsagai
megjelennek a makroszkdpikus allapotban.

Induljunk ki a nagykanonikus potencialbdl, nulla spinl bozonokra:
00 up
(T, V,p) = C’kT/ In (1 - eW)EWdE
0

ahol
m3/2

B V2R373

Tegyuk fel, hogy T' — 0, zart rendszerben IV > 1 részecske termodinamikai limeszben (
N — 00,V — o0, %konstans).

Ha a részecskeszam allando, akkor a kémiai potencialnak valtoznia kell a hdmérséklet
fliggvényében.

N:A dE n(E)g(E)

n(E): egy E energidju dllapotban dtlagosan Iévé részecskék szama

g(E):a [E, E + dE] kozott g(E) - dE darab egyrészecske allapot van

Atlagos betdltési szam bozonokra:

n(E) = !

_ L
exp(Z) — 1

00 1
N= [ dEgE
/0 9(B) B u(T)

exp(—7—~) — 1

E—p(T)
AT

A betdltési szam sosem lehet negativ, ezért exp( ) > 1, azaz barmely egyrészecske

allapotra E > p.

Az alapéllapot (7 = (1,1, 1)) energidja:
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Termodinamikai limeszben az alapallapot energidja nulldba tart, ezért y < 0. Fermionokra
pozitiv volt, kés6bb visszatériink ra, hogy miért.

Q(T,V,u) — ?haT — 0. Nézzilk meg a logaritmus hova tart ekkor:

(1o (57)) e ()
n(l—exp|—— ~—exp| —=—
kT kKT

mert az exponencialis sokkal kisebb mint egy, ezért sorba lehetett fejteni, melynek elég az
elsé tagja. Ezt irjuk vissza a potencialba:

> - E
Q(T7 v, N) = —CkTV/ exp (/J'—)El/ZdE _
0 kT

— _CKTV exp (kLT)/ e EREl2qR
0

Al . ho . E _ dE.
Transzformaljuk valtozot: x = T dr = W
Q(T,V,pu) = —CkTV / - (zkT)Y? - kTdz = (kT)3/? / e *at?dz
0

Itt valamit elnevezlink mashogy:

QT,V,p) = —CV(KT)>? exp (%)

Ebbdl kifejezziik a részecskeszamot:

N = _M - C’V(kT)5/2 - exp (@) . 1 =

ou kT kT
_ 0T, V,p) 3/2 u(T)

u <0, ezért exp ( ur )) < 1, nem tudja kompenzalni a (kT)?’/2 csokkenését egy T, kritikus

hémérsékleten tul, az alapallapotban Iév6 részecskék szama elkezd néni, amikor p — 0:
CV(KT.)*? =N
Mi torténik, ha a hémérséklet T, ala csokken?

Termodinamikai limeszben:

h22

Eo=— " _.
< Ho 2mL2 3



Nem kell nulldnal megalini p-vel, tetszélegesen kozel be tud menni Ej-hoz, mely pedig
nulldahoz van tetsz6legesen kozel.

Ekkor a betoltési szamban exp (%) egyhez tetsz6legesen kozel lesz, amitdl a betoltési

szam tetsz6legesen nagy lesz. A "hidnyzd" részecskék az egyrészecske alapallapotban
lesznek.

A termodinamikai limeszben L — oo, N — 00, V' — 00, % konstans.

3C
0 < p(L) < Eo(L) = Iz

ahol (L) — 0, Eo(L) — 0.

Az alapallapottdl eltekintve a bet6ltési szam nem valtozik a rendszer méretével, tetszéleges
allapot energidjdhoz képest u gyakorlatban nulla. Az allapots(iriség fog valtozni, mert

g(e) ~V ~ N. Ugy lesz egyre tébb részecske, hogy az allapots(iriiség né. Ez kritikus
hémérséklet felett az alapallapotra is igaz, mert akkor a kémiai potencial minden energiatdl
tavol van.

N = CV(kT)*? + Ny

ahol N() = TI,(E())

CV(KT)*? N,
N=N <T TN

irjuk be T,-t a h6mérséklet helyére:

T\ N T\ 32
N=N<(?) +W0>:N(T) + No

N/ E)dE n(E)

nem egy jol viselked§ fliggvény, egy pontban szingularis, n(Ey) — oo.

Az elején azért tettiik fel, hogy p < 0, mert nullanak vettiik termodinamikai limeszben az
alapallapot energidjat, igy u mindig negativ, de T' — T, kdzelében nulldhoz tart. A "tul durva"
elsd gondolatmenet az volt, amikor termodinamikai limeszben egyszerlien p = 0-t vettink,
mely véges rendszeren nem egzakt, de N — oo esetén jo kozelités.



A kritikus hémérséklet alatti részecskék nem tlinnek el, hanem az alapallapotba
kondenzélédnak - amit a normal betoltési szamok 6sszegébdl nem latunk, mert az
alapallapot jarulékat kilon kell kezelni.

T, felett a termodinamikai limesz teljesen trividlis, a betoltési szamok 6sszege (az 0sszes
gerjesztett allapotban 1évé részecskék szama) jol definidlt és nem fligg a rendszer méretétdl.

A kritikus hdmérséklet alatt viszont az alapallapotban 1évé részecskék szama aranyos a
rendszer méretével, a gerjesztett részecskék szama pedig rogzitett T' és V' mellett telitett -
minden Uj hozzaadott részecske alapallapotba kertil.

Osszefoglalva:
T > T.: minden részecske gerjesztett allapotban, u < 0

3/2
T < T,: gerjesztett allapotok megtelnek (%) aranyaban, a maradék részecskék
az alapallapotban vannak

T = 0: minden részecske az alapéllapotban van, Ny = N
A "hidnyzo" részecskék az alapéllapotban vannak.
n(Ey) = Ny = CV[(KT,)*/* — (kT)*?| ~ L} =V

Hogyan kell ehhez p-t skaldzni?

Ebbdl

1\  Ey—u(l)
In (1 + e ) = T
(L) E kT'1 (1 + L )
= —_ n —_—
1% 0 AL3

Termodinamikai limeszben sorba fejtheto:

Minél nagyobb a rendszer, annal kozelebb lesz p Ey-hoz.

Az integralban (melyik?) miért nincsenek benne az alapallapoti részecskék?

N = Z n(e(R))



ahol 71 az egyrészecske &llapotok, n a betdltési szam.

Dobozba zart részecske energidja (C helyett a késébbi egyszeriisitésére C? lesz a konstans):

£ —0,ha L — oo, ezért

L3 Ci? c3
Ve () B
Ez egy integralkozelité 6sszeg, L — oco-ben integrél lesz:
L3 .
N = E/n(mﬁ)d?’w
GOmbhéj térfogatat szamoljuk: 4z2wdx
L3 00 .
EA n(2?)4a rdzx

ahol e = 72, ezért

Mivel az alapdllapot betéltési szama fligg L-t6l, ezért azt még kiilon hozza kell adni. A
probléma onnét j6n, hogy amikor a szummardl az integralra attértink, akkor a d3z
feltételezte, hogy a jarulék aranyos az "energiakocka" jarulékaval, mikozben az
alapéllapotban nem jol viselkedik a fliggvény. Ezt korrigalni kell, kiilon hozza kell adni Ny-t,
mert az integralban csak a jol viselkedd rész jaruléka van benne.

Nézziik meg, a nyomast:

o0
P=-gu~ (kT)*? — 0,haT — 0



Q ~ CV(KT)*?

Ez egészen mas, mint a Fermi-gaz esetén. Ez a Pauli-elv kovetkezménye.



13. Kvantum-gazok magas homérsékleten
(klasszikus hatareset)

Kvantumgazok magas h6meérsékletli hataresete

T — oo, N dllandd, u(T') hogyan véltozik?

N:Z—
i exp( )il

ahol + a fermionok, - a bozonok. Az allapotok nagyon lazan betoltottek, kicsi az esélye, hogy
egy allapotban tébb részecske van: n(e) < 1. Mekkora h6mérséklettél valésul ez meg?

A két feltétel, T — oo és N = dllando csak akkor valdsulhat meg, ha a kémiai potencial fligg
a héméréséklettdl: p(T).

i

1
AP Dy =y ey

ahol i az egyrészecske allapotokon fut végig. Kezdjiik el csokkenteni az 6sszeget egy
energiaszint feletti elvagassal:

1

N > —_—
e;<kT exp( : H):I:]-

Csokkentsik tovabb azzal, hogy minden energia helyére a kT betoltési szamat irjuk, ami
azért igaz, mert a betdltési szam monoton csokken ahogy az energia né:

> 1 " o(9a
N > = / gle)de =
ei<kT exp('ﬂ}“) +1 M ") +1 Jo

o (&

:;.C.i m®? . (kT)%? .V

exp (M];;”) +1 h?

ahol C egy dimenzidtlan konstans.

1—u/kT m3/2 3/2
N £ 1) > C =5 (kT) 2.y
3/2 1% m3/2 1%
/KT mT 32, 1~C. . 32,
e > [C 5 (KT) N T 1]6 c (KT) N

Ha T — oo, akkor e#/¥T— Epbd|:
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lim p(T) = —o0

T—o0

A bozonok és fermionok kozott nincs kiilonbség, ha

m3/2

(O "

- (kT)%? . % >1

Azaz az alacsony/magas hémérsékletet a slirliség, a h6mérséklet és a részecskék tomege
hatdrozza meg. Ez a de Broglie-hulldamhossz és az atlagos részecskétavolsag
osszehasonlitdsa — ha a termikus de Broglie-hulldmhossz sokkal kisebb az atlagos
részecskétavolsagnal, akkor a kvantumstatisztika visszaadja a klasszikus hataresetet.

Betoltési szam

TL(fz) = ! = P (kLT)

exp () £1  exp (57) £ exp (57)

ami ha T — oo, akkor aranyos:

e e (1) o ()

ami mar fliggetlen attdl, hogy bozonokrdél vagy fermionokrdl van szé. A masodik tényez6
viszonylag nagy (~ 1) is lehet, ezért a feltétel akkor teljesdil, ha

n(e;) ~ e <« 1
azaz minden egyrészecske allapot betdltési szama sokkal kisebb, mint 1.

Minden hémérsékleten igaz, hogy
3

m3/2

N
S(kT) 3 = <1

,u,/kT < 071 .
€ %

Ha a fenti teljesll, akkor klasszikusnak tekinthet6 a gaz barmely hémérsékleten, mert a
bet6ltési szamokra barmely € esetén n(e) < 1. Ez megegyezik a kémiai potencidl esetén
kapott feltétellel.

Ha a részecskék csak két dimenzidban mozoghatnak, példaul grafénban az elektronok, akkor
csak két kvantumszam irja le az egyrészecske allapotokat, és az integralas soran
gombnyolcad helyett kornegyeddel kell szdmolni, a %-es kitevok eltlinnek (pontosabban 1
lesz helyettlik).
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14. H6mérsékleti sugarzas

Homérsékleti sugarzas

Fotonok egy T' hémérsékletli dobozban. Ebben alléhulldmok lehetnek, keressiik a Maxwell-
egyenletek megoldasait megfeleld hatarfeltételekkel. A megoldasok (n1,n2, n3) egész
szamokkal cimkézhet6ek. A hulldmszamok teljesitik a hatarfeltételt, hogy k; L = n;m.

Foton energidja:
e—hw—h— —hTC—h|k|c—hc—|n| |n|

Mivel nulla tomegdi relativisztikus részecske, ezért mashogy fligg az energiaja, mint a korabbi
esetekben, n-tél linedrisan fligg, nem négyzetesen:

he

() = 35z

57 |7l

irjuk fel a rendszer particiés fiiggvényét! A kiilonboz6 fajta fotonok 7i-el vannak cimkézve,
valamint a kllonbo6z6 fajta fotonok nem hatnak kolcson, fliggetlen részecskék:

z=1] 2

Zi=e P pePepefey

ahol e = €(71), az elGtte 1év6 szorzd pedig azt jelenti, hogy hany foton van adott dllapotban. A
sor végtelenig tart, 0sszegezve:

1

Zﬁ = —7
1— e*ﬁf(")

Ezeket kell 6sszegezni a particids fliggvényhez:

z= H —e —Be(n)
InZ=- Zln (1 — e’ﬂf(ﬁ)) = /deg(e) “In (1 —e %)

Hany olyan allapot van, amelynek energidja e(7 < E):

[ aeste
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vagyis azt kell megszamolnunk, hogy hany olyan vektor van az n-térben, melyre

hc|ﬁ|<E@m< 2LE
o, " S The

ami egy F sugaru gombnyolcad térfogata:

B 4 (2LE\®* 1 8 =«
d =2.— === VE?
/0 €9(€) 3( he ) T8 T 3 e

ahol a kettes szorzé a két lehetséges polarizacio miatt kell. Ennek derivaltja az

allapotslirliség:

8w 9
g(E) = h3c3 VE

Visszairva a particiés fliggvény logaritmusaba:

o0
an:f/ de 8 V-e2ln(1fe_ﬂ€)
0 h3c3

de

U__alnz 8 /°° 2 (—e ) (—e) 8V [ &
0

B mS 1—ef B ), ef—1

Nézziik meg, hogy az integral hogyan fligg a hémérséklettdl:

o) 63
/(; ec/kT _ 1

ennek dimenzi6ja [energial?, ezért ~ (kT)*. Azaz

8V 4
U~ s (KT)
Ez a Stefan-Boltzmann torvény.
8V [ €3

U=
h3c3 J, ed/kT _1

A kisugarzott energidnak van egy maximuma. Hogyan fligg a maximum helye a

hémérséklettsl? Vezessiik be az z(e) = 37 valtozot!

3

u(e) = (KT)' ——

Legyen

Keresslik a zérushelyet:



du , 1
0= = (WT)°f'(2) - -

f'(zo) = 0-ban van f(z) maximuma:

€max

kT

Ty = = €max = :EokT

Ez a Wien-féle eltolodasi torvény.

Ha minden allapotnak ugyanakkora (~ kT') lenne a jaruléka, akkor mivel ahogy 7 ng, ugy lesz
tobb allapot, ezért ahogy 71 nG, egyre tobb energia jutna adott 7i-re.

Az ekviparticid e < kT-ig teljesdl, afolott egy-egy szabadsagi fok jaruléka egyre kisebb lesz
a teljes kisugarzott energidhoz. Ezért nem lesz a teljes energia végtelen, mint ami a
klasszikus targyaldsbdl kijon.

Allapotegyenletek
8 o0
W Z(T,V) =~ -VA de- € -In (1—e %)
Kellemetlen integrél, nem is érdemes nekiallni kiszamolni. Dimenziéja [energia]®, ezért
~ (kT)3. Az integral egy egy nagysagrendd, negativ szam.
InZ(T,V) = AV(KT)?

ahol A > 0, és tartalmazza az integralt valamint az integral el6tti konstansokat. u fliggés
nincs, mert a fotonok szama a h6mérséklet altal van meghatarozva, massal nem lehet
befolyasolni, és nem megmaradd mennyiség, ezért pfoton = 0.

A Boltzmann-faktorban, vagyis e /%7 + kLTN + ...-ben a kitevében a megmaradd
mennyiségek szerepelnek megszorozva a hozza tartozé Lagrange-szorzoval.

Vezesslik le az allapotegyenleteket:

_ Omz 8 5 B 4 .
U= 95 65Avﬂ =—AV - (-3)-7* =3AV(kT)
P OlnZz 3
KT oV = A(KT)

p = A(KT)*

A nyomas meredeken n6 a hdmérséklettel, csillagokban a fotongadz nyomasa akadalyozza
meg a gravitacids 6sszeomlast. Nemrelativisztikus magas hdmérsékletl gz esetén:

p= %kT. Vagyis a fotongaz nyomasa a sliriségt6l nem fligg, de a h6mérséklettdl nagyobb
hatvannyal.
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Atirva bels8 energidra U = 2 NkT:

Fotonokra & = 3A(kT)*:

p=AkT)* =
A fotongaz egy bozongaz, két kiilonbséggel:

w = 0, mert a fotonszdm nem megmaradd mennyiség

nemrelativisztikus részecskék esetén g(e) ~ €!/2, relativisztikus, m = 0 esetben
g(€) ~ €
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